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VI-3. 


1. INTRODUZIONE 


Nel presente seminario esporremo un risultato di perturbazione 
del propagatore associato ad alcuni operatori di Schrodinger Ho quando ad 
H, si aggiunga un potenziale V limitato con deviate che tendono a zero al 
l'infinito. Tratteremo successivamente i casi in cui l'operatore Ho è de- 


finito da una delle seguenti espressioni: 


1 2; 
(1) His D(H) = W°(R°) 

1 1 2 2,n 
(2) K=*-gdsg |x| D(H) = BUR) 

n 

1 1 2 # PAIOAE 
(3) hatte Lar D(H) = B"(R") 
(4) Hmelaad x di 4 d x. f_(t) = D(H) = BÉ(R"); 

o) 2 2 rr rr lo) i 


r=f r=l 
farli cede A È nr CARA 
se seR B'(R) indica lo spazio di tutte le funzioni fe L (R) ta- 
li che 


(14 |x|)S/2 


fe LR") e (14 Jel2)S/2 pe 128") 
mentre B°° (R") = (-4+ [x]£)5/2 Leg”) è il suo duale, la funzione f(t) 
che compare in (4) è una funzione differenziabile con continuità in R a 
valori in R"; osserviamo espressamente che, contrariamente a quanto av- 
viene nei primi tre casi, nel caso (4) l'operatore dipende in maniera e- 
splicita dal tempo. 

Il nostro obbiettivo è quello di scrivere un'espressione espli 


cita del nucleo di Schwartz del propagatore di H = H, + V (0 di H{t)= H_(t)4#V) 


e di studiarne le singolarità. 

L'interesse fisico dei quattro operatori proposti è ben noto 
[11]: essi sono infatti rispettivamente gli operatori di Schrédinger del 
la particella libera, dell'oscillatore armonico isotropo, dell'oscillato 
re sottoposto all'azione di un termine forzante f che dipende dal tempo. 
Osserviamo anche che le hamiltoniane classiche relative ai moti conside- 
rati sono tutte integrabili ed il moto classico è periodico nel caso 2), 
quasi periodico nel caso 3) mentre nel caso 4) si produce i] noto feno- 
meno della risonanza quando la forza esterna f è periodica con periodo 
opportuno. E‘ altresì ben noto che l'aggiunta del potenziale V alla ha- 
miltoniana classica generalmente distrugge la proprietà di quest'ultima 
di essere integrabile; pertanto il moto classico cessa di essere quasi 
periodico ed assume una complessità che lo rende radicalmente differente 
da quello che si verifica in assenza del potenziale V. E' interessante no 
tare che questo cambiamento del modo classico sembra non riflettersi in 
un cambiamento paragonabile di quello quantistico non solo per il fatto 
ben noto che nell'uno come nell'altro caso lo spettro dell'operatore di 
Schrédinger è discreto, ma anche per il fatto.che dimostreremo in segui- 
to,che le singolarità del nucleo del propagatore sono sostanzialmente in 
varianti. 

Questo prova ancora una volta che il problema di caratterizza- 
re l'integrabilità di una hamiltoniana dal punto di vista della meccani- 
ca quantistica è oltremodo sottile e richiede probabilmente la conside- 
razione di fenomeni ancora poco noti (distanza fra autovalori successivi 


etc.). 


2, ESISTENZA DEL PROPAGATORE 


Ricordiamo anzitutto che, data una famiglia fortemente conti- 
nua Alt) te R di operatori chiusi in uno spazio di Hilbert H, si chia- 
ma propagatore [11: ch X $ 12] generato dalla famiglia A(t) una famiglia 
a due parametri U(t,s) t,s e Rdi operatori limitati in H con le seguen 


ti proprietà 
i) l'applicazione (t,s) + U(t,s) è fortemente continua 
ii) U(t,s) U(s,r) = Ul(t,r) 


iii) Per ogni x e L(A(s)) risulta U(t,s) x e D(A(t)) t>0e la fun- 


zione t + U(t,s)x è soluzione del problema di Cauchy astratto 


+ = A(t)u È. è 
(5) 


11 propagatore si dice unitario se U(t,s) è un operatore unitario Wt,s. 
Se Alt) = -iH con H= Ho + V essendo Ho uno degli operatori 
descritti da 1), 2), 3) e V un potenziale limitato, evidentemente At) è 
indipendente dal tempo e inoltre H è autoaggiunto in 1° (R”) [11: th. X.28 
e 6: ch Vth 4.3]; dunque il propagatore U(s,t) generato da -iH altro 


non è che il gruppo di operatori unitario e itt-s)H 


generato dall'operato 
re H la cui esistenza è assicurata dal teorema di Stone [ 16: ch IX $ 91. 

Nel caso A(t) = -iH(t) con H(t) = H(t) + V (essendo H (8) l'operatore de 
finito da 4) e V ancora un potenziale limitato), l'esistenza del propaga- 


tore può essere provata mediante il seguente teorema. 


Teorema 1. (Kato) [16: ch. XIV, $ 4, th. 11. 


Sia H uno spaziowdi Hilbert ed I un intervallo aperto di R. Sia 
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A(t) te! una famiglia di operatori chiusi che goda delle seguenti pro- 


prietà 
1) I] dominio di A(t) è denso ed indipendente da t e I 
2) A(t) è generatore infinitesimale di un semigruppo di contrazione VWtel 


3) L'operatore (t-s)"! (ACt)A(S) '-1) è uniformemente fortemente conti- 
nuo ed uniformemente limitato in t ed s per t # s quando t ed s_ va- 
riano in un generico sottointervallo compatto di I. 

4) Esiste tim (t-s)! (ACt) A(S)" -1) $ = C(t)6 6 e H uniforme- 

S>+t 
mente per t in un compatto e l'operatore C(t) risulta limitato e for 


temente continuo 


Allora esiste il propagatore U(t,s) generato dalla famiglia 
At), t e I. 


Come questo teorema si applica nel caso del propagatore gene 
rato dalla famiglia nin (8) teRè presto detto [11: ch. X th. X.71): 
la famiglia At) = i (H(t)4d) t e R soddisfa evidentemente le ipotesi 
del teorema giacché o(A(t)) c {iy; y < 0} se d è opportuno; sono quin- 
di soddisfatte le 1 e 2 mentre 3 e 4 sono soddisfatte in forza delle i 
potesi di regolarità fatte sulla funzione f. Detto ora Utt,s) il propa- 
gatore generato da A{t) è immediato verificare che U(t,s) = e 1dlt-5)}(t,5) 
è il propagatore unitario generato da H(t). 

Nel seguito esprimeremo i1 propagatore U(t,s) generato da H(t) 
mediante il suo nucleo di Schwartz k(t,s,x,y) nella nota forma [14: ch. I 
$ 2] 
i 


U(t,s)9(x) -/ K(t,5,x3Y) d (Y) day del'(R'), 
n 


R 


dove l'integrale è in generale da intendersi nel senso delle distribuzio 
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ni. Indicheremo poi con k(t,x,y) il medesimo nucleo quando H non dipen- 
de da t eds =0. 

Come abbiamo già accennato nell'introduzione il nostro obbiet- 
tivo è di determinare il fronte d'onda della distribuzione x + k(t,5,X,y) 
quando t,s,y sono fissati. Osserviamo che da 5) con -iH(t) in luogo di 
A(t) si ottiene subito che, fissati s ed y, il nucleo k(t,5,x,y) soddi- 


sfa le seguenti equazioni 


> k(t,5,X,y) = -iH(t) K(t,s,x,y) 


k(S,s XY) 5 d(x-y) 


3. ESPRESSIONI ESPLICITE PER IL NUCLEO DEL PROPAGATORE 
_  —_—_ iti Lt tie IL NULLEU VEL FROPAGATORE 


Per giustificare il metodo apparentemente "atipico" con cui 
giungeremo ad un'espressione esplicita di k(t,s,x,y) esaminiamo breve- 
mente alcuni risultati ottenuti nella medesima direzione prima del lavo- 
ro di Zelditch [17]. 

Il primo tentativo di scrivere espressamente il nucleo di Schwartz 
k(t,s,x,y) del propagatore U(t,s) generato da un operatore di Schròdinger 
fu compiuto da Feynman nel celeberrimo lavoro del 1948 [2] (cfr. anche 
[ 31) con l'introduzione dell'integrale che da lui prese il nome: fra i 
molti lavori che da allora si sono susseguiti nel tentativo di dare una 
formulazione matematica rigorosa ai risultati di Feynman citeremo in pri 
mo luogo quello di Fujiwara (1979) [4] che riguarda precisamente operato- 


ri del tipo che stiamo trattando. 


Sia V: Ri x RI > R una funzione misurabile di classe C° rispet 
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n ; sula 
to ad x € R tale che per ogni multiindice o con |a| 2 2 la funzione 


(6) M_ lt) = Sup [DXV(t,x) | + sup |V(t,x)] 
xe R" |x|<1 
sia essenzialmente limitata sui compatti di R. Consideriamo l'operatore 
di Schr6dinger dipendente dal tempo 
n 


(7) iaia ta D(H(t)) = BÉ(R 


7 ) 


e la hamiltoniana classica corrisponde ad H(t) 


2 


(8) H(t,x,E) -3 lE + V(t,x); 


si chiama azione classica la funzione [4: $ 2] 
t 
(9) Stt,s,x,y) =f L(t,x(t), K(t))dt: 


i) 


qui L(t,x,a) è la lagrangiana corrispondente alla hamiltoniana (8) median 
te la trasformazione di Legendre mentre la funzione t + x(t) è soluzio- 


ne delle equazioni di Hamilton 


= (Of 
x DE (txt) 


(10) 


(nani 
" 


dH 
Lai dx (EXE) 


con le condizioni x(s) = y x(t) = x (per la prova dell'esistenza ed 
unicità di tale soluzione almeno per i t per cui (t-s) è piccolo si veda 
[4:$1]). 


Poniamo 


(11) Ele, taba « cente)? | e'S(t35:X:Y) (y) dy 
kl 

e 

(12) E,(t,5) = E(t,t,_j) -.. E(tyst )E(t,:5) 


essendo 4; = S cia "è j j=1,..., Kk-1. Allora vale il seguente teorema 


Teorema 2. (Fujiwara) [4: &$ 5 th. 1]. 

Sotto le ipotesi precedentemente dichiarate per il potenziale 
V(t,x), esiste il propagatore unitario U(t,s) generato dall'operatore 
H(t) e 


(13) IU(t,s) - E(t,s)l scit-s|T per k>>1 


essendo C una costante che dipende solamente dalla funzione (6). 


La velocità di convergenza di (13) può essere migliorata intro- 
ducendo nell'integrale (11) un opportuna ampiezza [4: $ 5 th. 2]. 

Fujiwara ha provato anche che, sotto le ipotesi del teorema 2, 
se t-s è sufficientemente piccolo l'azione classica è della forma [4: $ 2 
Prop. 2.4] 


2 
beyl + (t-5) w(t,5,Xx,y) 


essendo w una funzione di classe C° tale che per ogni coppia di multiindi 


ci a, B con |Ja| + [B| 2 2 risulta 


a 8 
|D, D, w(t,5,x,y)[£ Cos 


ove la costante C, non dipende da (t,s) ne da (x,y). 


»B 
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Nel caso di un potenziale V indipendente dal tempo e che sia un 


SP 


polinomio nelle x ‘%n tale che (x) v x]? per x > + o Chaza- 


1 
rain[i] ed Helffer Robert [7] (cfr. anche [8] e [9]) hanno approssima- 
to il nucleo integrale k(t,x,y) del gruppo unitario gi H mediante un 


integrale oscillante. 


Teorema 3. [7 : $ III] 


Per ogni naturale N esiste un operatore 


(14) Ult) #0) - ff e'5(t,%,Y39) a (t,x,0) X_(x,9) f(y) dydo 
tale che 

(iz - H) U(t) = R(0) 

Uy(0) =1+ ky 


essendo ky un operatore con nucleo in s(R" x R") ed RyE en- Tetkg. 
in”, B°)) se N è sufficientemente grande (in funzione di j ed s). 


Di più si può dimostrare che [ 9: $ 4 Prop. 4.51 
Ct) - uy(t) e C' (1-T,T1, L(87, 8°) 
sempre se N è sufficientemente grande. 


Il teorema precedente sembra suggerire la strada di studiare 


k(t,x,y) mediante la sua approssimazione data da (14) nella forma 


2 
(*) In [9] i risultati sono stati estesi al caso V(x) v |x| È per 
x ++ (KEN). 
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(15) kytt%y) = [pa ay(t,x,6) X_(x,0) d0; 


tuttavia ky (t:%y) non risulta essere una distribuzione integrale di 
Fourier nel senso ordinario [14: ch. VIII def. 3.3] giacché la fase S 
che compare in (14) e (15) è della forma 


S({t,x,y,0) = $ (t,x,9)-y0 + $,(t,x,9) 


2 
essendo S; (t,x,0) una funzione omogenea di grado i rispetto ad (x,6). 
Questo ha come immediata conseguenza il fatto che, fissati t ed y la va- 
rietà lagrangiana associata alla fase (x,9) + S(t,x,y,8) [14 ch. VIII, 
$ 1] 


hy* {OLE), E= V,S(t,x,y,0) |, V,S(t,x,y,8) = 0} 
hon è conica né valgono in questo caso le relazioni [14: ch. VIII, prop. 
3] 


MF(Ku(t,..y)) CA 


N ty 


(16) 
WF(U,(t)0)c 0° WF(6) 


essendo t +9Ux,8) il flusso hamiltoniano generato dalla funzione (8) 
(cioè la soluzione delle equazioni (10) con la condizione iniziale 


0° (x,E) = (x,E)). 


VI-12. 
4. REGOLARITA' DEL NUCLEO PER (t-s) PICCOLO 


D'altra parte le relazioni (16) sono prive d'interesse alme- 


no per |t-s| sufficientemente piccolo a motivo del seguente risultato - 


Teorema 4. (Fujiwara) [5: th. 1] 

Sotto le stesse ipotesi del teorema 2, se |trs| è sufficiente 
mente piccolo,il nucleo di Schwartz dell'operatore E,(t:5) converge uni- 
formemente sui compatti con tutte le derivate al nucleo di Schwartz del 
propagatore unitario U(t,s). 

Questo prova fra l'altro che è ragionevole aspettarsi che la 
regolarità del nucleo k(t,s,x,y) possa venir meno quando |t-s| non è pic 
colo. A tal fine ricordiamo che l'espressione esplicita di tale nucleo 
è nota per ciascuno degli operatori definiti in 1), 2), 3) e 4); in cia 
scuno di questi casi infatti l'azione classica (9) si calcola esattamen 
te e risulta essere un polinomio di secondo grado in x ed y; questo fat- 
to permette di ricondurre l'integrale di Feynman all'integrale di una gaus 
siana [3: ch. 3, 8 1 e 8 6]. 


Nel caso H_ = - i A risulta 
(o) 2 


= i 2î 
(17) k_(t,%,9) = (2ri t) ME a 


Nota: Ricordiamo che i nuclei (17), (18) e (19) possono essere 
ottenuti anche con procedimenti che prescindono dall'integrale di Feyn- 
man. In particolare (17) può essere ottenuto applicando la trasformata 
di Fourier rispetto alle variabili spaziali x nelle (5)', risolvendo il 
problema di Cauchy ordinario rispetto alla variabile t ed applicando in 


fine la trasformata inversa di Fourier (cfr. [13: ch. 3 th. 3.14). 
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nel caso H_ = - È A4+3 3 |x]È risulta 
o 72 
2 2 
slot Lx +lyl" tu) 
si 2 3 
(18) k_(t,x,y) = (2ri sent) "2 è Sent 
tam m= 1,2, 
1 1h 22 
Nel caso H, ua A+ 7 bd Ul Xn risulta 
r=1 
» r * Ir 
i "al È 
(19) k(t,x,y) = I] ot; PA Gala) ai 
o‘ >) 4 2ri sen(w È) 
pertzmg = lu. Na m= 0,1; 


Per quanto riguarda (18) e (19) è sufficiente osservare 


che in tal caso 


(21) k(t9%9) = 14 ko rlt3% 3%) 


rl? 
essendo ko rt ,39 o) il nucleo di Schwartz del propagatore generato dal 


l'operatore unidimensionale 


2 
1 d 22 
5° I +w. Xx XKUE Ri 
2 dx UT x 
F 
se < x < ... denotano gli autovalori (tutti semplici) di tale ope- 
ratore e d(*,)» do (x) le relative autofunzioni (che sono notoria 


mente le funzioni di Hermite), allora 


(22) ko rlt rr ego aldo #;(%39;(Y,.) 
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n n 
ar cli 2 . 
infine nel caso H_ (8) abeti +5 dui LI + } di f(t) Xn risulta 


r=l r=1 

20) ko È iS(t,5,X,y) 
(20) (t,5,Xy) = I] 2ri sen(u (n o (t-s)) È 
con 

st rt 

S(t,5,X,y) = la sen (w_(t-s)) [cos(w lt 90 "kad * 

x FRA 
pb i 


y t 
f (1) sen(u,(1-s))dt & i f(7) sen(w_(t-t)) dr 


w | r 


Iaia ass 
” x L f (1) f(0) sen (w_(t-1)) senw_(o-s)do dr] 


per t-s # m > tedio M= alias 
r 


E' evidente che quando il nucleo kft9%:9) è definito da (17) 
la funzione x + K(t,x,y) è di classe A per ogni t,y. Consideriamo ora 
il nucleo definito da (18) nel caso unidimensionale xe R (cfr. (23) con 
w, 5 1); se t = mm si può esprimere Km» X,y) mediante la proprietà di 


gruppo di e !tHo scrivendo 


(24) k(mmxoy) | k_((m - 3)m, x,2) k (3 1z,y)dz 


Una ben nota formula di Mehler [12: ch. 5, th. 5.1 e probl. 23] permette 
di sommare la serie (22) ottenendo 


2 2 
XxX + y 


Ww 
V w sn) lostati ag ) 
5 r i sen(ut) 1A Fra 
(23) ko rlt:%p2%p) — Pri sen(u_t) hi 
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onde 


1 
--. m x 
k_(mm,x,9) = / tai); SA gra 
R 
(25) 


Ue ano ey) 


m 
=((-1)) 

Ecco dunque apparire una singolarità della distribuzione x + k_ (mm ,x,y) 

inx = ta) Da (25) e (21) segue che quando il nucleo è dato da (18) 

la funzione x + k(t,x,y) ha singolarità se e solo se t = mt cioè nei mul 

tipli interi della metà del periodo del moto classico; analogamente quan 

do il nucleo è dato da (19) la medesima funzione ha singolarità se e solo 

set= sa r=1,...,N m= 0,1, ... cioè nei multipli interi della metà dei 


%, 
quasi periodi del moto classico. 


Quando il nucleo è dato da (20) un calcolo analogo a quello che 


ha condotto a (25) mostra che nel caso unidimensionale 
mm 


s+ 
(26) ko (5 + e ,5,X,Y)= a sf f(t) sen(w(t-s))dt) 
s 


essendo a una costante complessa con |a|=1 [10: $2]1. (26) prova che in que 
st'ultimo caso le singolarità della distribuzione x + k (t,5,%y) si han- 


no per 1 medesimi valori di t (t=s + Dr r=1,...,Nnhn,m= 0,1,2...) per 


r 
cui si hanno nel caso autonomo precedente (f = 0), esse risultano però spo 


state di 


st 
(27) (9° sf ‘el sntalesile 
s r ) ta 
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5. METODO PERTURBATIVO E DETERMINAZIONE DELLE SINGOLARITA' 


Contrariamente a quanto accennato a proposito dei risultati ot- 
tenuti da Fujiwara, Chazarain ed Helffer kobert, Zelditch [17] perviene ad 
una espressione esplicita del nucleo di Schwartz k(t,x,y) del propagatore 
U(t) generato dall'operatore H = H + V partendo dal nucleo k_(t3%Y) del 
propagatore ult) generato da Mi ed utilizzando un metodo di perturbazione. 

DI La ; 1 ; 

Esaminiamo dapprima il caso H; = DE In questo caso il seguen 

te teorema assicura che se V € B(R") (ha tutte le derivate limitate) allo- 


ra la funzione x + k (t,x,y) è di classe "4 per ogni t ed y. 


Teorema 5. [17: th. 1]. 


k+6 ( 


n 
sia ve plet6l131+1) (g") a ttora 


k(t,x,y) = alt,x,y) k_(t,%3y) 


k 
ove a € "CR" x R;) per ogni t € R. Qui abbiamo indicato con B (r?) lo 
spazio di tutte le funzioni limitate con derivate limitate fino all'ordi- 
ne k (eN). 


Diamo un cenno della dimostrazione che mutatis mutandis si può 
ripetere anche. negli altri casi in esame. 

valla (5) con -iH in luogo di A(t) si ottiene (cfr. [1l:ch. X 
$ 12 (X.163)]). 


Hi H) Ult) = v U(t) 


dt 


di qui segue la formula di Duhamel 


t 
U(t) = U.e8) + | U (t-5)V Us) ds. 
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Scrivendo y (8-5) = u_ (EU 18)" ed iterando si ottiene lo sviluppo di 
Dyson: [11 ch. X $ 12 (X.129)] 


a fa. fa o 
(29) UCt)= U (E) + (i) [ S| ue) (U (Ss) VU (8 


1 0 
-1 
A {u, (57) V U (87) ds, ... ds, 


Cominciamo col calcolare il nucleo di Schwartz di Us) VUGS 3 


z.-w.]È \z. «WI 
sli LA 
2sj 25; 


ves) U(s;)6(z,) = [I (2rîs,)"" è 
RR 


+ VOW,)6(2,,,) di. dz; 


Ora la fase si può scrivere 


Operarido il cambiamento di variabile da % a E; ed osservando che lo Ja- 


cobiano di tale cambiamento è 


si ottiene 
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=1 n i] 1 (2441724) E; 
U(8;) Ù U (8;)9(2,) = (2n i) LI e HT “d'5j 
i RR 

z;413 
e 


- Ss. E) d(z..,) dz. ,dE 


j j+l jtH ij 


Siamo ora in grado di calcolare il termine ]1-esimo della serie 


che compare in (29). 


2 
t 5-1 pa 
(30) I ui I 1 i cei | [ (orit) 2 è 2° 
(0) (0) R" R" R" R! 
A Zsez 
(ami) el 28) Ev - 6, 8) 
4Z 
seno _i(y-z,)E y i 
. (2ri) e 1] e Sì] E) 


di, de ce da; &] - 


Sviluppiamo ora la fase 


nell'intorno di un suo punto critico, precisamente V_ _ 9, = 0 se e solo 
z 
Pa Ra 


in un tal punto 
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z-y 

Hess. = | | ; 
9, + v 
EE 


dunque 


2 Izjeyl 
++ - 1 v 
d,(to1,Z, ty) BOLLI LL (2), + 


+ (-(2;-y))(Ex-É). 


ds Vv 
Uperando i] cambiamento di variabile Z; = 2, -y E, 3 E È 


l'espressione (30) diviene 


i|x-y 
sa \N/2 e ‘ 
(2rit) e aj(t,x%,y) = k(t,x,y) aj(t,x,y) 
essendo 
t S ; (3 Ele ga + (-2,)E,) 
in LR VAR lt 1°? 
ax(t,x,y) = Pa e 
O) lo) 
en] i 2.1 2; - ts, 2j 
(2ri) [I V( 7 Ss; E; Lr ni; uri x) 


dz, de. dz, dî | ds, tan ds, = 


Ometteremo a questo punto la parte tecnica della dimostrazione 


che consiste nella prova che la serie 


1+ > a (t,x,y) 
1=1 
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k n 
converge ad una funzione di B (R° x R,) per ogni t e rimandiamo per que 


sto direttamente a [17]. 


Esaminiamo ora il caso H== Ta +1 px]? Nel seguito s° 


denoterà la classe di Hormander dei simboli di ordine 0 e di tipo (1.0). 


Indicheremo nel seguito con Is “R7 x RE xR È lo spazio delle funzioni 


di classe C° tali che per ogni ua di tre nale indici a,B,f e per ogni 


p e[0,|a|] esiste una costante AP tale che 
,BsY 
d Bert a p 2\-p/2 2 0/2 2,0/2 
(31) |D, DL D, aboEy)I SA g,y (SI) (t+|E1 O Caly]) 
per ogni pe [0,|8]] esiste una costante BÒ 8 MALIC che 
20/2 2:79/2 2,/2 
(32) IDR DÈ Dt atxse,)] s 80, (tele 2P Eee] 5 
e per ogni pe [0,]y|]] esiste una costante "A B tale che 
p/2 

2,p/2 2 “i 2 

(33) |D° DÌ DI ati s 00 ct+]x19)/2 cistetà)  c1elyl9)79/ 


E d,8,Y 


Lemma. [17: lemma 2.I e lemma 2. II]. 
se ves , il nucleo k(t,x,y) del propagatore U(t) generato dal 
l'operatore H = BSP è dato da 


(34) k(t,x,y) = k (ty) alt,x,y) se tm m=0,1,... 


+ m 
(35) k(mm,x,y) = foca NE c(x,E,y) de 


o, n n o, n n n 
essendo alt,.,.) e IS (R, x R,) e oceElS (RX RL x R)- 
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La prova di (34) si ottiene modificando opportunamente quella 
di (28). La prova dî (35) è immediata se si tiene conto di (34) e della 
proprietà di gruppo del propagatore gl (cfr.(24)). 
Teorema 6. [17: th. IIl 


Se Ve S° è il nucleo esaminato nel precedente lemma, esso sod 


disfa le seguenti 


(36) sing supp k (t,-,y) = è set*ma m=0,1,2,.. 


(37) sing supp k(t,-,y) = {(-1)"y} set=mt m=0,l,... 
inoltre la distribuzione x + k (mt, x,y) è a decrescenza rapida per 
osa. 

Di più 


(38) WF(K(mt,..y)) = {(-1)"y} x R" 


La (36) segue immediatamente da (34). 


Per provare (37) integriamo per parti in (35) usando l'operatore 


La il Gen" de 


beef 


allora 


e m 
(39) k(t,x,y) = I e'-(-1) ME ty o(x,E,y)dE t=m 
n 
R 
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da (32) con p 


1 segue che 


it otti sc x(-19Y[ cr4tet9)71/2 c14]x18)1/? c1styl99 1/2; 


(VA 


iterando si ottiene 
n+1 n+1 n+1 


2 2 z 
rat ce is chel) età) cx) ielyif) 3 


questo mostra che l'integrale che compare in (39) è assolutamente conver- 
gente. Iterando ancora con p = 0 si ottiene 
ne nel n+l 


patyrttth ces cx rape)? (14x15) ? G4yl?) 


Questo mostra che, comunque si fissi y € R", la funzione 
x + k(mmt, x,y) si maggiora in valor assoluto con cx" fuori da un intor- 
no del punto (-1)"y; dall'arbitrarietà della scelta di he N segue la de- 
crescenza rapida. 

Concludiamo osservando che la funzione x + k(mt,x,y) non può es 
sere di quadrato sommabile in un intorno del punto av, in questo caso 
infatti essa sarebbe una funzione ai L°( a; ma allora tale sarebbe anche 
la funzione U(-mt)k(mm,.,y) e ciò è impossibile giacché quest'ultima è 
8(x-y); di qui segue (37). 


Per la prova di (38) rimandiamo a [15]. 


Enunciamo senza dimostrazione i due teoremi relativi all'oscil 


latore anisotropo ed a quello forzato. 


Teorema 7. [17: th. IV] 
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indichiamo ancora con k(t,x,y) il nucleo di Schwartz del propagatore 
Pili generato dall'operatore H. Allora se i coefficienti dr A PET) 


sono razionalmente indipendenti si ha 
WF(K(t,.y)) C WF (k,(t,.,9)) 
cioè 


WF(K(t,.,y)) = è seta r=1,...,n m=0,1,.. 


WF(KGT ,.,y))c {xeR", x =(-1'Yaxte ese € RI 
r 


Teorema 8. [10]. 
n n 
x 1 1 2 2 (o) 
Sa itra- gh + DE f_(t), Ves 


ed H(t) = H (8) + Vi indichiamo con k(t,s,x,y) il nucleo di Scwhartz del 
propagatore U(t,s) generato da H(t). Allora se i coefficienti D, * r=1,.. 


sono razionalmente indipendenti si ha 
MFLK(t,5,.,y)) CWF(K (t,5,.y)) 


Concludiamo con alcune osservazioni. 

La condizione di razionale indipendenza dei coefficienti 
w, = 1...,n nei teoremi 7 ed 8 si presenta come tecnica, tuttavia que 
sta difficoltà non può non richiamare alla mente quanto avviene pertur- 
bando il moto classico con l'introduzione del potenziale V. I] teorema 


di Kolmogorov Arnold e Moser mostra come i moti quasi periodici con fre- 
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quenze non razionalmente indipendenti (e quindi risonanti) siano i più 
sensibili ad una simile perturbazione, è quindi verosimile che Ia diffi 
coltà incontrata sia in qualche modo legata a questo fenomeno, ma qui 
si ritorna al già accennato problema di caratterizzare gli operatori 
di Schrodinger che corrispondano ad Hamiltoniane classiche integrabili. 
Una seconda osservazione riguarda il risultato del teorema & 
quando il termine forzante f è periodico. Da (26) segue che il nucleo 


x + k (s+ TE s,X,y) ha una singolarità nel punto 
w 


e quindi, come già abbiamo osservato nel $ 4, si ritrova la singolarità 
del nucleo relativo al sistema autonomo (f = 0) spostata della quantità 
data da (27). Si può provare facilmente che se la r-esima componente fo 
del termine forzante è periodica di periodo T e la frequenza W, propria 


del sistema è multiplo intero della frequenza i di LA risulta 


+ I 
f i f_(0) sen(w_(1-5)) dt = m#0(1) perm+0; 
S 


cioè la singolarità del sistema forzato oscilla intorno alla singolarià 


n , mT 
tà del sistema autonomo con ampiezza proporzionale al tempo vl: 
r 
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